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Im folgenden sci K tin algebraisch abgeschlossener Kdrper, alle Algebren 
seien K-Algebren endlicher Vektorraum-Dimension. Wir untersuchen Quasi- 
Frobenius-Algebren (kurz: QF-Algebren), die die Eigenschaft besitzen, dal3 
fur alle unzerlegbaren projektiven Moduln P der Faktormodul Rad P/Sot P 
dirckte Summc von np nicht trivialen, einreihigen Untermoduln ist. 1st n das 
Maximum der n,‘s, dann nennen wir eine solche Algebra such n-reihig. Zur 
Vereinfachung der Formulierungen verstehen wir davon abweichend unter 
“zweireihig” stets “1-reihig oder 2-reihig.” 
Bckanntlich lassen sich die zweireihigen symmetrischen Algebren vom 
endlichen Modultyp beschreiben durch einen Brauer-Baum G, einen 
ausgezeichneten Punkt S von G und eine natiirliche Zahlf, die Vielfachheit 
in S. Diese Beschreibung wurde durch Gabriel und Riedtmann [S] erweitert 
auf die Klasse der zu einreihigen QF-Algebren stabil aquivalenten QF- 
Algebren, die eine Teilklasse der zweireihigen QF-Algebren vom endlichen 
Modultyp bilden. Schlieljlich wurden in der gemeinsamen Arbeit mit 
Scherzler [ 7 1 alle zweireihigen QF-Algebren vom endlichen Modultyp 
klassifiziert. In der vorliegenden Arbeit werden die Untersuchungen in [7] 
fortgesetzt auf die 3-reihigen QF-Algebren vom endlichen Modultyp. Wir 
beschreiben ihre Ringstuktur und konstruieren ihre unzerlegbaren Moduln. 
Man beachte, da0 es fiir n > 4 keine n-reihigen Algebren vom endlichen 
Modultyp gibt! 
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DIE ERGEBNISSE 
ir erinnern zunlchst an die Invarianten fur 
en zweireihiger QF-Algebren vom e~dlicbe~ 
entwickelt wurden: Ein solches “2si-System” T 
aum G, einer Abbildung f von G in 
ganzen Zahlen und einer natiirlichen Za 
E~gc~scbaften rfiillt sind: 
(I) f(S) # 1 und f(,6) = 1 fur hiichstens einen und b~cb~te~s 
eke ante j3 von G. 
(a) Ist f(S) > 1 fur alle Punkte S, dann ist f(B) = I ftir alle 
undf(S) ist teilerfremd zu IZ fur alle Punkte 3. 
r einen Punkt S,, dann istf(,&) = 0 fur eine mit S, 
nte p, und n ist gerade. 
(4) Besteht G aus nur einem Punkt S, dann is,t n = 1 =f($. 
it /G/ bezeichnen wir stets die Anzahl der anten von 6, mit 1J”i := 
I%sEGf(S) den Wert von f im ausgezeichneten Punkt, falls ein solcher 
existiert. 
Zwei 2si-Systeme T und T’ = (G’,f’, n’) liefer 
‘* ~uivalenzklasse, wenn n = n' und wenn ein urn-Isomor~~ism~s 
G -+ 6’ existiert mit fh = J In diesem Fall 
Das Invariantensystem T = T(A) einer zweireihigen 
Modultyp beschreibt den Aufbau von 
es Typs Ai := K(Z,)/I: und B,,, 
. . 
1,” das Ideal der Kocheralgebra K(Z,), das erzeugt wird won allen 
Eiinge h + 1; Qm,k ist der K&her 
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und In&k das Ideal der Kiicheralgebra K(Q,,k), das erzeugt wird von allen 
Wegen der Lange k + 1, den Differenzen paralleler Wege der Lange k und 
von den Wegen au+m)kaik-l, i = 0, l,..., 2m - 1. 
Jedem Punkt S von G entspricht eine solche Algebra e,Ae,, ei = e, E A: 
e,Ae, = I A%P 
falls f(S) f 0, 
B n/2,Isl+l falls f(S) = 0. 
Dabei bezeichnet jSI die Anzahl der Kanten urn S. Zwei Punkte S und S’ 
sind genau dann durch eine Kante p in G verbunden, wenn e,e,, # 0 ist. In 
diesem Fall ist E, := e,e,, die Summe einer Bahn primitiver, orthogonaler 
Idempotenten unter der Nakayama-Permutation rcvon A. Im Fallef(S,) = 0 
gehort zu S, eine weitere Bahn primitiver Idempotenten; ihre Summe 
bezeichnen wir mit E,. Die Summe aller E, und E, (falls existiert) ist das 
Einselement von A. Fur das Folgende beachte man, daB fur alle Kanten /3 = 
S - S’ mit f(S) =f(S’) = 1 die Algebra E,AE, zur Algebra AA isomorph 
ist, wahrend fur f(S,) = 0 die Algebra E,AE, zu A,!,,2 isomorph ist. Diese 
und weitere Einzelheiten entnehme man [7]. 
Die Struktur der 3reihigen QF-Algebren vom endlichen Modultyp wird 
zuriickgefiihrt auf die der zweireihigen mit Hilfe eines kanonischen Morita- 
Contexts: Es seien 
Ah= 6 Kei@ GIGi, ef = e,, 
i=l’ i=l 
KS, = Sot ALei = e,, 1 Sot Af,,ei (i + 1 modulo m), 
A;,=&@ &tj, .f-j’=& 
j=l j=l 
Ktj = Sot A;,& = fj+ 1 Sot A;,,& (j + 1 modulo dm), 
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und U bzw. V seien die AL, A&-bzw. Ai,,Ai- 
in dm 
U= @ @ KUijMitUij=eiuii=uij~;, 
i=l j=l 
RadAkU= URadA$,=O, 
dm m 
V = @ @ Kvji mit vji = f.vji = vjiei und 
j=l i=l 
schli&lich werden durch 
und 
K-bilineare Abbildungen O: U X V-+ Aj!,, bezieb~n~sweis~ T: V X U-+ 
definiert. Die zugehijrige Algebra 
c m,d ‘= 
ist offensichtlich d-reihig; genauer: C,,, z Azm, C,,, Z 
isomorph zu der Restklassenalgebra der ~~che~~lgebra 
Ideal I,, wobei 
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und I,,, wird erzeugt von allen Wegen der Lange 3, allen Differenzen je 
zweier paralleler Wege der Lange 2 und von allen Wegen CL~~+,.,,,(X~~+~~- 1, 
Y # s, r, s = 0, 2,4, j = 0, l,..., m - 1. (Indices modulo 6~) 
Es sei jetzt T = (G,f, n) ein 2si-System und x ein Element von G mit den 
Eigenschaften 
(1) P-1 < 1, G 2 1, 
(0.1) 
(2) x = S,, falls f(S,) = 0, x =/I = S - S’, falls IfI = 1. 
Das Element x von G bestimmt eine Bahn 
e,, e2,..., e,, m = n/2 + IfI 42, 
primitiver Idempotenten unter der Nakayama-Permutation rt der zu T 
gehorenden zweireihigen @-Basisalgebra A, = A(T). Die Summe E, dieser 
Idempotenten erzeugt eine Algebra E,A,E, =A;. Damit lassen sich die 
obigen Bimoduln U und V auffassen als A ,, - A A,-Bimoduln 
Aow4~,,A&p14,- Wir wlhlen speziell 
falls A, = E,A,E, 
falls E,A,E, #A, und A,e, einreihig 
falls E,A, E, # A, und A,, e, nicht einreihig, 
und definieren 
A(T,x):= ($ Jm). 
Die Algebra A(T, x) ist eine 3-reihige @-Algebra, deren Struktur durch 
folgende Beispiele veranschaulicht werde: 
(1) G=S”S’, T=(G, l,m), dann ist A(T,p) die Algebra C,,x 
oben. 
(2) 
G= s 3 T= (G, 1, I), 
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at: A, =A(T)=A:, ie Algebra A (T, /II) durch 
elationen 
ya3=6a,=a,y’=a,6’=yyf=66’=0, 
aj a2a1 = y’y = 6’6 
(3) G=S,kS,, j-(&,)=0, T=(G,f,2), A,=A(T)= 
wird die Algebra A(T, S,) durch den Kijcher 
a3a4=a,a,=ya,=ya,=a,y’=a,y’=0, 
a2a1 = a4a3 = y’y 
beschrieben. 
Wir werden spater sehen, da13 jede 3-reihige lgebra vom endlichen 
odultyp Morita-aquivalent zu einer Algebra k( st fur geeignete T und 
die der Bedingung (0.1) geniigen. Umgekehrt ist jedoch nicht jede Algebra 
endlichen Modultyp. Wir beschreiben daher zunachst die 
en Moduln einer solchen Algebra mit 
en geordneter Mengen. 
s sei dazu R = (T, x) ein 2si-System T = (63, f, zusamme~ mit einem 
Element x von G, so da13 (0.1) erfiillt ist. Wir wollen ine geordnete 
nen und definieren zu diesem Zwecke: Eine n&rung Win 
aum G ist eine Folge 
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von Kanten pij von G mit den Eigenschaften 
Cl) Pi19Pi27***3Piri inzidieren mit einem gemeinsamen Punkt Si 
von G und sind aufeinanderfolgende Kanten in der gegebenen 
zyklischen (fiir ungerade i) oder der zugehiirigen antizyklischen (fur 
gerade i) Anordnung der Kanten urn Si , i = 1,2 ,..., s. 
(0.2) 
(2) 1 < ri < 1 Sil fur i = 1, 2 ,..., s, 
(3) Si#Si+l,Piri=Pi+l,lfiiri=1,2,...,S-1. 
S, hei& der Startpunkt, p,, die Startkante von W. Fiir eine Kante /3 = 
S - S’ sei Z&3) die Anzahl der Wanderungen in G mit Startpunkt S und 
Startkante ,8; p@) bezeichne die rationale Zahl l/(1,@) + 1) + l/(&@) + 1). 
Wir setzen nun 
A,=A l,r,t := { 1, 1’ < 2’ < ... < r’, 1” < 2” < ... < t”} 
mit r = t = 1 GI im Falle IfI = 0 und r = Max@,(x), l), t = Max(Zs,(x), 1) im 
Falle IfI = 1 und x = S - S’. 
U, sei ein Representantensystem fiir die Isomorphieklassen unzerlegbarer 
K-Darstellungen V von A,, die den Bedingungen 
I’, f 0 im Falle IfI = 0 oder IfI = 1 und Z,(x) . I,,(x) # 0, 
V, + I’,, f 0 im Falle IfI = 1 und Z,(x), Z,,(x) nicht beide 0, 
V, + Vi, + Vi,, # 0 im Falle IfI = 1 und I,(x) = Is,(x) = 0 
geniigen. Es sei weiter n”= IZ im Falle IfI = 1 und n”= n/2 im Falle IfI = 0 
und (nT) sei die Menge 
(ii)={zEZ; l<lzl<n}. 
Zu jedem s E (n?) konstruieren wir Funktoren 
Ys: mod, A, -+ mod A(R) 
von der Kategorie der endlich dimensionalen K-Darstellungen von A, in die 
Kategorie der endlich erzeugten A(R)-Linksmoduln, so da13 gilt: 
SATZ 1. R = (.T, x) erfiille (O.l), es seien A :=A(R) und A, :=A(T) = 
e,Ae,. Dann ist die Menge aller A-Moduln !Ps( V), s E (tT), V E II,, eine 
Familie paarweise nicht isomorpher, unzerlegbarer A-Mod& und fir jeden 
unzerlegbaren A-ModuZ M gilt genau eine der folgenden Aussagen: 
(1) M ist projektiv, 
(2) M ist einfach und e,M = 0, 
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(3) M ist ein ulzzerlegbarer, nicht pr~jekt~ver A,- 
(4) ist isomorph zu einem ModuE ftir ein s E (ii? und ein 
YE II,. 
Satz h liefert eine hinreichende und notwendige edingung dafiir, 
A(R) vom endlichen Modultyp ist; dies ist offensic lich genau dann 
Fall, wenn A, nur endlich viele unzerlegbare arste~lnngen besitzt. 
definieren deshalb: 
EEn Paar R = (T, x), bestehend aus einem &i-System T= (G,f, n) und 
einem Element x von G heii3t ein 3si-System, wenn gilt: 
(1) /G/ 2 L lfl G 1, 
If\ = 0, dann ist / GI = 2 und x ist der 
(3) 1st 1 f 1 = 1, dann ist x eine Kante 
mit p@) > l/2. 
Zwei Jsi-Systeme R und R’ = (T’, x’) heifien ~~i~ivale~t~ wenn T un 
equivalent sind unter einem ~rauer-~aum-~somor~bi§mns k: G -+ G’ 
SATZ 2. Es existiert eine Bijektion zwischen den ~or~t~-~~uiv~~e~~., 
klassen zknzerlegbarer, 3-reihiger QF-Algebren vom e~~~~c~e~ ~ ~~~ty~ zdnd 
den ~~~~va~e~zk~assen von Ssi-Systemen. 
Im ersten Abschnitt wiederhoien wir die we§ent~ic~en ~rnndbegr~ffe aus 
I und beschreiben notwendige ~edingungen fur 
arstelhmgstyp eines K&hers mit Relationen, die fur den 
we~entlic~ sind. Im zweiten Abschnitt zeigen wir, da13 jede 
reihige Algebra A vom endlichen Modultyp 
einer Al ra A(R) fur ein Paar R = (T, x) mit de 
auf kanonische Weise durch A bestimmt ist. bewe~sen wir im 
nitt Satz 1 rind vervollstandigen n Beweis von Satz 2. 
sei im fo’olgenden in endlicher, zusammen er Kijcher mit den 
Punkten i: j, k ,... und den Pfeilen a, ,l3, y ,... . Eine Biojige w = an .. * a3 ctzal VOX! 
Pfeilen in Q heil3t ein (gerichteter) Weg der Lange II von i nachj, wenn a, 
i startet, a,, in j endet, und wenn der Startpunkt van a,+ 1 mit dem Endpun 
von a, iibereinstimmt fur s = 1, 2,..., 
innereen Punkte von w. Jeden Punkt 
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von i nach i. Zwsi Wege von i nach j he&n parallel, ein Weg von i nach i 
ist ein geschlossener Weg. 
Der freie K-Vektorraum iiber der Menge aller Wege in Q bildet zusammen 
mit der durch die Komposition von Wegen definierten Multiplikation eine 
(assoziative) K-Algebra K(Q), die KCcheraZgebra von Q. Ein Ideal I von 
K(Q) hei& ein Ideal von Q, wenn die Algebra K(Q, I) := K(Q)/1 endlich 
dimensional ist. In diesem Fall nennen wir das Paar (Q, 1) einen gebundenen 
K&her und K(Q,I) die gebundene Kiicheralgebra von (Q,I). Offensichtlich 
wird ein Ideal I von Q durch endlich viele homogene Elemente x, (das hei&: 
x, E j, K( Q) i,), s = 1,2,..., m, erzeugt. 
Eine K-Darstellung I’ von Q ist eine Familie V= (Vi, V, ; i, a E Q), 
bestehend aus K-Vektorraumen Vi fur jeden Punkt i von Q und K-linearen 
Abbildungen V, : Vi-+ Vj fur jeden Pfeil ija j E Q. Jedes Element 
x E jK(Q)i definiert in naheliegender Weise eine K-lineare Abbildung V,: 
Vi --t Vj. Mit mod, Q bezeichnen wir die Kategorie der endlich dimen- 
sionalen K-Darstellungen von Q (mit den offensichtlichen Morphismen); 
mod,(Q, 1) sei die volle Unterkategorie aller Darstellungen V von Q mit 
Vx, = 0 fur s = 1, 2,..., m. mod,(Q,I) ist Equivalent (sogar isomorph!) zur 
Kategorie der endlich erzeugten K(Q, I)-Linksmoduln. 
Im Beweis der Satze treten gebundene K&her (Q,I) mit zusatzlicher 
Struktur auf, die gegeben wird durch eine zyklische Anordnung der Pfeile 
von Q. Wir nennen ein solches Paar S = (Q, 1) eine Schlefi, wenn die Pfeile 
von Q in ihrer gegebenen Anordnung einen geschlossenen Weg bilden. Eine 
Schleife S heil3t nicht entartet, wenn a t+ 1 a, 6?i I fur alle t E Z/n& wobei wir 
hier wie im folgenden voraussetzen, dalj die IZ Pfeile von Q gema ihrer 
zyklischen Anordnung durch die Elemente von Z/nZ indiziert sind. Beispiele 
fur Schleifen sind die gebundenen K&her 25 := (Z,, Ii), S,,, := (Qm,k, Im,k) 
und L m := (Q,, 1,) b o en mit den dort angegebenen zyklischen Anordnungen 
der Pfeile. Die Algebren B,,, := K(Q,,k, Im,k) und ihre unzerlegbaren 
Moduln wurden in [7] beschrieben; hier miichten wir vermerken, da13 die 
Algebren 
c, := c,,, = K(Q, 3 I,) 
genau 24m unzerlegbare Moduln’ besitzen: Die tmzerlegbaren projektiven 
Moduln erhalt man aus den Teilkochern (j = 0, l,..., m - 1; k = 1,3,5 ,..., 
6m- 1) 
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indem man an jeden Punkt den K&per 8i; se&t un 
ie unzerlegbaren nicht projektiven C,- 2 
6he = obere LGwy-Lange). Deshalb entsprechen sie den Fen 
arstell~~gen der Teilkiicher (j = 0, I,..., m - I) 
Als nachstes untersuchen wir Eigenschaften ~~~~~de~e~ K&her ( 
vom endlichen Darstellungstyp. Es sei dazu X ein weiterer er und F: 
X-t Q ein Kocherhomomorphismus. P induziert zwei Funkto 
P: mod, X-t mod, Q und B;“: mod, -+ mod, x, 
deren Objektabbildungen beschrieben werden durc 
Fiir eine arstellung V = ( Vj, V. ; j, p E X) sei 
(p(V))i = aFjZi Vj fur jeden Punkt i vo 
@tv))a = (gj,j,>: OFj,=il vjl + OFjz=ii 
en Pfeii a = i, -+ i, in Q, wobei gjIj, = 
(=O, falls kein Pfeil vonj, nach j, existiert). 
tellung W= (Wi, 
., (F(w)), = WF, 
jeden Pfeil p von X. (1.2) 
bbildungen P und F” auf den Morphisme~me~g~~ Eiegen damit ‘“auf der 
Fiir die ~~wendung sind solche uationen i ressant, in denen die 
arsteil~~geu F’(V) dem Ideal I von geniigec. IT erreichen dies durch 
~insc~r~~k~ngen an F. 
EFINITION. X und Q seien endliche K&her ohne Do 
k&her der Form a I$ .), I sei ein Ideal von n bei& ein Kocher- 
~omom~r~hismus F: X --+ Q eine X-Folg’ge 
2. ~FaY+uEH fur if&Z, wEK(X) und uE 
Pine X-Polge F heil3t treu im Punkte j von 
engen der in j startenden Pfeile und der in 
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treu, wenn F treu ist in jedem Punkt von X. 1st X ein K&her der Klasse 
(4J, (D,,A (Ek) o&r (&), <&A (Ek), d ann nennen wir eine X-Folge F such 
eine (A,)-, (D,)-, (EJ- oder (A”,)-, (o”,)-, @“,)-Folge. Die Anzahl der Punkte 
von X hei& die Lange von F. 
1.4. SATZ. Sind X und (Q, I) wie in (1.3) und ist F: X-1 Q eine lokal 
treue X-Folge in (Q, I), dann ist fl ein Funktor von der Kategorie mod,X in 
die Kategorie mod,(Q, I) und fur jede Darstellung V von X gilt: P (F(V)) = 
V@ *. 
Beweis. 1st u ein Weg in Q, der nicht im Bild von F liegt, dann ist nach 
Konstruktion von F die Abbildung (p(V)), die 0-Abbildung fiir jede 
Darstellung V von X. Damit folgt sofort die erste Behauptung nach der 
Definition von X-Folgen. Weiterhin gilt: 
(~(~(V))j= 0 Vj,= Vj 0 Vj,= Vj@ Wj, 
Fj’=Fj j’#j 
Fj’=Fj 
(p@(V)),= (gjtk,): @ Vj,-+ @ V,,fiirp= j-k. 
Fj'=Fj Fk’=Fk 
Da F lokal treu ist, und da weder X noch Q Doppelpfeile enthalten, zerfallt 
(gj,k,) in vo @ (gj’k’)(j’k’)~(j,k). Also gilt: 
(~(~(V)),= V,o W,: VjO Wj* Vko Wk 
fur eine geeignete Unterdarstellung W von ~(~(V)). 
1.5. FOLGERUNG. Sind X und (Q, I) wie in Satz (1.4), ist F: X+ Q eine 
lokal treue X-Folge in (Q, I) und besitzt (Q, I) bis auf Isomorphie nur endlich 
viele unzerlegbare Darstellungen, dann ist der X zugrunde liegende Graph 
(vergesse die Pfeilrichtungen!) ein Dynkindiagramm, also vom Typ (A,), 
(D,) oder (Ek), n > 1, m > 4, k = 6,7,8. 
Beweis. Sind W,, W, ,..., W, bis auf Isomorphie alle unzerlegbaren 
Darstellungen von (Q, I), dann zerfallt jedes Objekt &I%‘) in mod, X in 
direkte Summanden, die zu F”( W,), F( W,),..., F(WJ isomorph sind. 
Insbesondere haben die unzerlegbaren direkten Summanden der 
Darstellungen p(w> bei Variation von W beschrlnkte K-Dimension. Dies 
gilt insbesondere fur die Darstellungen F@(V)). Also ist die K-Dimension 
der unzerlegbaren Darstellungen von X beschrankt und der X zugrunde 
liegende Graph ein Dynkin-Diagramm. 
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2 
In die Abschnitt untersuchen wir den Au K&hers einer 3- 
reihigen Algebra A vom endlichen Modultyp erk~~~er~, die auf 
ka~o~is~b~ Weise nicht entartete Schleifen sind im Sinn 
Dazu sei A in diesem Abschnitt eine zweiseitig unzerl 
asisalgeb~a vom endlichen Modultyp, N ihr 
e, f e2 + a.0 + e4 eine Zerlegung des Einselementes von A in eine Summe 
von orthogonalen primitiven Idempotenten ei EA. M/fit 7~ d-men wit- die 
~akayama-Permutation von A, 71 E Gq, die bestimmt ist 
SOS: Aei = Ae,,,liVeni, i = 1, 2,..., q. 
Der (~ew~hnli~he) K&her Q, uon A ist &I- 
I, 2,..., q und dim,(ejNei/ejN2ei) Pfeilen von i nac 
rdnung vcn i, ord i, bezeichnen wir die K-Dimension won He. 
erein mit der Anzahl der in i startenden 
dlichen Modultyp ist, gibt es zu jedem 
Q, h&&tens einen Pfeil (siehe 14, Proposition 9. 
fur alle Punkte i von QA und da A 3-reihig ist, exi 
ord i, = 3. 
lhlt man zu jedem Pfeil clji = i + j E A ein Element aji E ejNei\ejlPei, 
dann 1HBt sich die Abbildung 
it-i e, und cxji I-+ aji 
zu einem Algebren-Epimorphismus von K(QA) auf /a fortsetzen. Also 
A ist isomorph zu einer gebundenen Kcic lgebra 
M(QA, 1,) fur ein geeignetes Ideal 1, von 
(das von der Wahl der Elemente ~j~ abl~~~gt). (2.1) 
Den ersten Teil des Beweises von Satz 2 erledigen wir in zwei Schritten: 
0) ir bestimmen die moglichen K&her und zeigen, dalj sic si& 
durch 3si-Systeme klassifizieren lassen. 
(2) Wir zeigen, dal3 bei geeigneter Wahl der Element 
in (2.E) eine “kanonische” Form hat und bereits durc 
bestimmt ist. 
age fur die weiteren Untersuchungen ist das ~~~ge~d~ Lemma, 
ig von der speziellen Form von 1, gilt: 
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2.2. LEMMA. (1) 7~ l$t sich fortsetzen zu einem Automorphismus van 
Q A’ 
(2) Jeder Pfeil a = (xii = j + i bestimmt eindeutig zwei Pfeile a, = i--f i, 
und a2 = j, + j derart, day a, a und aaz nicht in I, liegen, 
Beweis. (1) Es ist eiNej/eiflej # 0 
e,iNenj/eniN2enj # 0. Setze n(aij) Z= a,i,nj. 
genau dann, wenn 
(2) Liegt /?a in IA fiir alle in i startenden Pfeile ,LI, dann ist pej = 0 
und Nej = eiNej. Also ist Aej einreihig und besitzt die Lange 2. Daraus folgt 
aber, da13 A schon einreihig ist (siehe zum Beispiel [l, Lemma 4.3]), im 
Widerspruch zur Voraussetzung. Also existiert ein a, = i-+ i, mit ala 6?G IA. 
Wir konnen annehmen, da13 Rad Aej = U, + U, + U, (gemal der Definition 
von 3-reihig), U, einreihig aber nicht einfach und e, U, # e,NU,. Da U, 
einreihig ist, existiert hochstens ein Pfeil /I mit /3a & IA. Die Existenz und 
Eindeutigkeit von a2 folgt nun aus der Selbstdualitiit von A. 
2.3. FOLGERUNG. Jeder Pfeil a von Q,bestimmt eindeutig einen 
geschlossenen Weg w, = a,-, a.. a1 a,,, a,, = a, der jeden Pfeil a, genau 
einmal durchlduft, so da@ al+ I a, 6? IA fiir t = 0, l,..., r - 1, und damit eine 
nicht entartete Schletfe S, in (QA , IA). Dabei gilt S, = S, genau dann, wenn 
p ein Pfeil von S, ist. Ist S = (Q,, Is) eine nicht entariete Schletfe in 
(QA , IA) mit Is = K(Q,) n IA, dann ist S = S, fiir jeden Pfeil a in Q, . 
Beweis. Folgt aus Lemma 2.2, da jeder Pfeil a = j + i eindeutig zu einem 
Weg w = aS ... alag, a0 = a, von j nach nj fortgesetzt werden kann, der 
maximal ist in der Menge der in j startenden Wege, die nicht in IA liegen. 
Man beachte weiter, da13 a$ = j fiir ein geeignetes t E N und ord j < 3. 
Wir bezeichnen im folgenden die Schleifen S,, a E QA , als die Schleifen 
von (QA,lA). Fiir eine Station i, der Schleife S, mit der Anordnung at, 
tEZ/nZ, at=it+it+l, sei w(i,, S,) der maximale Weg in S,, der mit a, in 
i, startet und nicht in 1, liegt. Es gilt: w(i,, S) = a,,, ... a,+,a, fiir alle 
t E Z/nZ und ein geeignetes r E n\i, das nur von S, abhangt. 1st i ein m- 
father Punkt von S, dann starten in diesem Punkt m verschiedene solcher 
Wege. 
Der folgende Satz gibt einen ersten Einblick in den Aufbau von QA aus 
den Schleifen von (QA, IA). 
2.4. SATZ. (1) rc bildet jede Schleife S von (Q,, I,) auf sich ab und 
induziert damit einen Automorphismus von S. 
(2) Sind i und j aufeinanderfolgende Schnittpunkte zweier Schleifen 
S, und S, von (QA, I,), dann ist j = xi; also bilden die Schnittpunkte zweier 
Schletfen eine Bahn unter rt. 
(3) Sind S, und S, zwei Schlelyen, die eine dritte Schb@e S 
Schneider, dam ist S, CT S= S, f~ S oder jeder g w(i, S), i E $1 n s: 
~~th~~t einen Punkt j E S, fl S als inneren Punkt. 
Beweis. (1) Folgt aus der Konstruktion der Schleifen 
(2) Sei w(i, j, S,) der Weg von i nach j entiang S, fur k = 1,2. 1st 
j # ni, dam ist wegen (1) w(i, j, S,) ein echter Teilweg van w(i, S,) und man 
al treue X-Folge F in ( , IA) fur einen Kocher der 
erspruch zur Folgerung amit fdgt nicht nur j= xi, 
w(i, j: S, = w(i, S,). 
chneiden sich die Schleifen 5’ und S, in den II Punhe 
. . . die so numeriert seien, da13 i, = Y?& fur s = 1, I&..., M - 1 un 
71i n-1= i,, dam schneidet jede Schleife SZ, die S in einem 
schneidet, die Schleife S wegen (2) genau in den ~~~kt~~ i,, i, ,,.., i,._: ~ 
Liegt auf einem der Wege w(i,, S) ein innerer Punkt j, E S n S,, dam 
enthalt jeder der Wege w(is, S) einen inneren unkt j, E {Cl Sz, da diese 
ege unter 51 ineinander iibergehen. 
Urn mehr Information iiber die Form der Schleifen S, von ( 
en, zeigen wir zunlchst, da13 die L?mgen der lokal ireueu XFolgen, X 
ocher des Klasse (A), beschrlnkt sind, und besc~Keibe~ dam eine 
Methode zur Konstruktion solcher X-Folgen, die wir au& kurz (A)-Folgen 
nennen. 
2.5. HILFSSATZ. Die L&gen der lokal treuen (A)-~Q~ge~ F iiz ( 
sind be~~hr~~kt. 
ir zeigen zunachst folgende Eigensch da- 
AZ 
1st i ein Puukt der Ordnung 3 in Q,, dam existiert 
feil c1= I’+ i’ in Q,, so da13 Ae,, 
e~~reibig ist und N3ei, = 0. (2.5a) 
em sind M, = i-+ i,, r = I, 2, 3, die in i starteud~~ 
Zjhe van Aeir gr6f3er als 3 fiir Y = I, 2, 3, 
lokal treue X-Folge der Form 
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irn Widerspruch zur Folgerung (1.5). Also hat wenigstens ein Aeir die Hohe 
3. 1st keines von diesen einreihig, dann existiert wiederum eine lokal treue X- 
Folge in (QA ,I,) fur einen Kijcher X mit zugrunde liegendem Graph X vom 
Typ (E”,) oder der Form 
/A 
I\ JJ’ 
12 
im Widerspruch zu Folgerung (1.5). 
1st nun X ein K&her mit zugrunde liegendem Graph 
und F eine lokal treue X-Folge in (QA , IA), dann ist F@,) = a = i -+ i’ fur ein 
i und a wie in (2.5a) hiichstens fur k = 1 oder k = m - 1. Existieren also in 
(QA, IA) beliebig lange (A)-Folgen, dann existieren such beliebig lange (A)- 
Folgen in einem vollen Unterkdcher (QO, IO,), I,, = 1, ~7 K(Q,,) von (QA , IA), 
der zu einer zweireihigen Algebra A, = e,Ae,, ei = e, E A, gehiirt, was mit 
den Ergebnissen von [2] nicht mijglich ist. 
2.6. HILFSSATZ. Ist Sl,S2,..., S, eine Folge von Schleifen in (QA , IA) mit 
S,f St+13 S, n S,,, # 0 fiir t = 1,2,..., r - 1 und ist a ein Pfeil van S,, 
dann existiert eine lokal treue (A)-Folge F in (QA, I,), die mit a startet und 
in einem Punkt von S, endet. 
Dabei sagen wir, da13 die (A)-Folge F, 
F:b,‘b,--..-bb,“b,+,-Q,, 
mit F/3, in Fb, startet und mit Fb,,, in Fb,,, endet, unabhlngig von den 
speziellen Richtungen der Pfeile p1 und /I,. 
Beweis. Ohne wesentliche Einschrankung sei S, n S,, r # S,,, n S,, 1 
fur t = 1, 2,..., r - 2; sonst lasse man S,,, und falls S, = S,,, such S,+, weg. 
1st CI = (Y~ = i, + i,, 1, dann sei j, = i, und j, ein innerer Punkt von w(jr , S,), 
j, E S,, der wegen Satz (2.4)(3) existiert. j, E S, sei ein innerer Punkt von 
W(C’j2, S,), j, E S4 ein innerer Punkt von w(j,, S,), U.S.W. Die Folge der 
Wee w(jl,j2, S,), w(j3,jz, S,), w(j3,j4, s3),..., w(jr-l,j,., %-A (bzw- 
w(jr, j,-, , S,-,)) liefert in einer naheliegenden Weise die gewtinschte (A)- 
Folge F. 
QUASI-FROBENIUS-ALGEBWEN 387 
it erhalten wir nun eine Beschreibung der Schlei 
eine solche Schleife mit Q, isomorph zu 
ie den Schleifen Zi, S,,, bzw. S, 
ie zyklische Anordnung der Pfeile van 
zykliscbe~ Anordnung der Pfeile in Zi, S, k o 
Z,, dann entspricht sogar 1, dem Ideal $J 
at H CX~+~ der einzige Automorphismus von 
kommt. Ist jedoch Q, isomorph zu Qm,k oder 
no& von der speziellen Wahl der Elemente 
Satz (2.4)(2) kann sich I, von den Idealen I,,, b 
J. E K in den Darstellungen der Hem 
k~mbi~atio~ von Wegen mit gleichen 
~~terscheide~. Auf dieses Problem kommen 
Satz zeigen wir, dal3 fur jede Schleife S = zu einem der Kosher 
z,, m,k oder Q, isomorph ist, was wir au 
oder L,” ausdriicken wollen. 
ATZ. Jede Schleij2 S in (QA, I,) ist vom Typ Z:, 
geeignete natzi;vliche Zahlen e, h, m, k oder m. 
esitzt S keine mehrfachen Punkte, dam ist s zu Z, isomorph 
hl der Punkte von Q,. Seien jetzt ii, i,;... m die rne~~a~~e~ 
unkte von S, m > 1, dann besitzt S noch weitere Punkte: Fur m = 1 ist dies 
klar; fur m 2 2 existieren sonst beliebig lange ~~~-~~~ge~ in ( 
man wie folgt konstruieren kann. Starte mit einem Pfeil CL! = 
Gnde rekursiv Pfeile a2 = ilg --f it*, a3 = it3 -+ it49.a.F cxzk = ilZk 
mit der Eigenschaft a, # a,+ 1 fur Y =: 1, 
a, liefern lokal treue (A)-Foigen F, 
ilfe von Wegen w(itl, it2 
ehrfachpunkte von S 
a~fei~arderfQlge~den Dreifachpunkten dreimal je ein weiterer ~ei~a~be~~ 
Punkt v5n S, da sonst ein Unterkiicher der Form 
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in Q, existierte, dessen Einbettung in QA eine monomorphe (E”,)-Folge in 
(QA, IA) wire, im Widerspruch zur Folgerung (1.5). Also ist dann S vom 
TYP L,. 
Aus Hilfssatz (2.6) erhalten wir eine Aussage iiber die Punkte der 
Ordnung 3 in Q,: 
2.8. FOLGERUNG. Die Punkte i der Ordnung 3 in Q, liegen auf einer 
Bahn tatter 71. 
Beweis. Sei i0 ein Punkt der Ordnung 3 in QA und i,, i, ,..., i,- 1, i, = zriO 
fur r = 1, 2,..., n - 1, die Bahn von i0 unter rc. In i0 starten drei Pfeile a,, p,, 
y0 von QA. Nehmen wir jetzt an, es gabe aul3er den Punkten i,, r = 0, I,..., 
n - 1, noch weitere Punkte der Ordnung 3 in Q,., . Dann gibt es eine Folge 
s, 3 s, Y..., S, von Schleifen in (QA ,I,) mit der Eigenschaft 
(1) S,f Sr+1, S, n S,, 1 # 0 fur r = 1, 2 ,..., t - 1, 
(2) Sl E ISa02 s&p SyJ 
(3) auf S, liegt ein Punkt k der Ordnung 3, k # i, fur r = 0, l,..., 12 - 1. 
Hilfssatz (2.6) liefert uns die Existenz einer lokal treuen (A)-Folge F in 
(QA, I,), die in i, startet und in einem Punkt k’ E S, der Ordnung 3 endet, 
wobei k’ in der n-Bahn von k liegt, also die Ordnung 3 besitzt. Da ord 
i, = ord k’ = 3, la& sich F zu einer lokal treuen Y-Folge F fortsetzen fur 
einen K&her Y der Klasse (o”,), im Widerspruch zur Folgerung (1.5). 
Fur eine Schleife S von (Q,, IA) sei t(S) die Anzahl der verschiedenen 
Bahnen von Punkten aus S unter z Dann gilt der 
2.9. HILFSSATZ. Let S eine Schlefi von (QA, I,) vom Typ Z,h, h > t(S), 
oder vom Typ S,,, und schneidet eine zweite Schleife S’ die Schleife S in 
einem Punkt i, der ein einfacher Punkt von S ist, dann existiert zu jedem 
Pfeil a = i + j (bzw. a = j -+ i) in S eine lokal treue (A)-Folge F in (Qs , I,), 
die mit a in i startet und in einem Schnittpunkt von S mit S’ endet. 
Beweis. Sei a = i-+ j. 1st S vom Typ Zf, h > t(S), dann enth%lt w(i, S) 
einen weiteren Schnittpunkt i, von S mit S’ als inneren Punkt, da zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Stationen k und k’ einer Bahn unter z genau je 
ein Punkt jeder weiteren Bahn unter z liegt. Der Weg w(i, i,, S) liefert die 
gewiinschte (A)-Folge F. 1st S vom Typ Sm,k, dann sei i, der Doppelpunkt 
von S, der als innerer Punkt auf dem Weg w(i, S) liegt und i, der zweite 
Schnittpunkt von S mit S’, fur den i, ein- innerer Punkt von w(i,, S) ist. 
Dann liefert w(i, i,, S), w(i,, i,, S) die gesuchte (A)-Folge F. Fur a = j --t i 
folgt die Behauptung ebenso. 
Mit Hilfssatz (2.9) erhalten wir das 
2.1 MMA. (1) Die Pultkte der 
Sckke vom TypL, oder S,,, oder 
(3 van ,T? die Ordnung 1 besitzen. 
(2) Es existierf keine Schleife S des Typs 
(3) 1st S, eine Schleife des Typs Sm,k, da 
eweis. (1) Gilt die Behauptung nit 
Unterkiicher Y der Form 
A\ A . . . 
JJ’ 1 J3 oder \ 2 ‘-; j3 2 
4 k, k, k 4 k 39 
ssen Einbettung in QA eine lokal treue 
i~ers~~ucb zu Folgerung (1.5). 
(2) Sei S eine Schleife des Typs Z,h, h > t(S) und S,, S2,..., S, eine 
Folge von ~c~le~fe~ mit der Eigenschaft 
SPnSp+If%, +%,I fib- p = I, IL?,..., r - I, 
S, = S, S, besitzt Punkte der .~r~~~~g 3. 
fe van Hilfssatz (2.6) und Hilfssatz (2.9 o~st~~ie~e man zu der 
S,, S, eine lokal treu )-Folge S;, die in einem 
rdnung 3 von S, startet und in eine 
in S, e&et. Offensichtlich la& sich 1; zu einer IO 
e~weiter~~ im Widerspruch zur Folgerung (1.5). 
S, eine Schleife des Typs S,,, und habea ~el~~n~te 
rdnung 2 in QA, dann ergibt sich wieder mit (2.6) und 
ilfssatz (2.9) der gleiche Wi~ers~r~ch wie im 
ir wahlen jetzt eine Schleife S gem20 Lem 
oder, fahs keine dieses Typs existiert, vom Typ S, 29 
s existiert, vom Typ Zi. 9 se; die 
nnde=Cj,,ejEA,e,:=l-E,A 
arm ist A, eine zweireihige QF-Algebra 
~somor~h zur Algebra A(T) fur ein geeig 
den bisherigen Ergebnissen erhtilt man 
dXl!h9:2 10 
390 JOSEF WASCHBijSCH 
2.11. SATZ. Der K&her QA ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt 
durch 
(1) das 2si-System T = T(A 0) = (G, n, f), 
(2) ein Element x E G. 
Dabei gilt: [Cl> 1, IfI< 1 und x=SO, falls f(S,)=O, x=p=S--S im 
Falle If 1 = 1. 
Beweis. QA ist eindeutig bestimmt durch den vollen Unterkocher Q, von 
QA, der zu den Punkten von QA gehort, die nicht in J liegen-Q, ist gerade 
der Kocher von A,---, durch die Schleife S und den Schnitt von Q, mit S, 
der genau aus den Punkten der Ordnung 3 in QA besteht. 
Im Falle IfI = 0, f(S,) = 0 fur den Punkt S, von G, sind die 
Doppelpunkte von S, genau die Schnittpunkte von Q, und S, und S mu0 
vom Typ Zf, sein. Damit ist QA schon allein durch T und den Punkt x = S, 
von G eindeutig bestimmt ((vergleiche Lemma (2.10)(l), (3)). Man beachte, 
dal3 in diesem Fall I GI > 2 nach Wahl von S. 
1st IfI = 1, dann mtissen wir drei Falle unterscheiden: 
(a) S ist vom Typ Z f . Dann sind die Schnittpunkte von S und Q, 
Punkte der Ordnung 2 in Q, und S schneidet zwei Schleifen S und S’ in 
deren Schnittpunkte. Da es davon genau n Stuck gibt, ist S = Z&. In G gilt: 
I SI, IS’ I >, 2 (vergleiche die Konstruktion von G in [7]). Setzt man 
x :=/I = S - S’, dann ist QA bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt durch T 
und x. 
(b) S ist vom Typ S,,,. Dann schneidet S nur eine Schleife S in Q,. 
Bei der Konstruktion von G in [7] hat S einen Nachbarn S’ mit 1 S’ I = 1, der 
zu den Schnittpunkten von Q, mit S gehiirt. Da dies die Doppelpunkte von S 
sind, ist n = m und Q, ist eindeutig bestimmt durch T und x :=/I = S - S’; 
dabei la& sich S = S,,, an y2 und IS’ I = 1 ablesen. 
(c) 3 ist vom Typ L,. Dann ist S die einzige Schleife von Q,, da 
sonst ein Unterkocher Y der Form . 
A . . . 
JJ1 “i J3 \
4 k, k, 
oder 
Ykl\ . 
lo \ JJO k, 
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in Q, existiert, dessen Einbettung in QR eine lokal treue Y-Folge in ( 
ware im Widerspruch zu Folgerung (1.5). Also ist in diesem Fail 
Algebra AL, deren 2si-System T die Gestalt (6, m, ) hat mit dem Brauer- 
Baum C = (S - S’) . Auch in diesem Fall ist d bis auf Isomorphie 
eindeutig bestimmt durch T und x := p = S - S; da13 S = I,, la& sich dabei 
an IS/ =/S’] = 1 ablesen. 
Bevor wir zeigen, da6 das System (T, x) in Satz (2.11) die in (0.3)(2, 3) 
angegebenen Einschrinkungen erfiillt, wollen wir zeigen, da13 nicht nur &I 
sondern sogar schon A bis auf lsomorphie eindeutig bestimmt ist durch das 
Paar (T. x). Dazu neweisen wir 
2.12. KATZ. Bei geeiglzeter Wahl der Elemente aji in (2.1) wird Ij 
erzeugt van allen Elementen der Formen 
(1) ar 0. ’ a2 a, E I, fiiv eine Schleife S, 
(2) a/3; aES,j3ES’, S#S!, 
(3) 4% a, P E S aber nicht aufeinanderfolgetide Pfeile in der 
zyklischen Anordnung der Pfeile von S. 
(4) w(a, S) - w(b, S’) fGr Stationen a von S und b van S’, die m’s 
Punkte tibereinstimmen, aber verschiedene Stationen sind im Falle S = $‘. 
Beweis. Bei beliebiger Wahl der aji wird PA erzeugt von Elementen der 
Formen (I), (2), (3), und 
(5) ~(a, S) - h@, S’), a, b, S, S’ wie in 4. un A E K2 wobei ,I von 
LZ, b, S und S” abhlngt. 
Wir betrachten zunachst die Schleifen S7 auf denen Punkte der Ordnung 3 
hegen. Offensichtlich kann man die Elemente aji, die zu Pfeilen aus diesen 
Schleifen gehdren so wahlen, da13 der Koefftzient ,I. in (5) 1 ist fur die Punkte 
der Ordnung (3). Alle iibrigen Punkte der Ordnung 2-und rmr fiir solche 
kommt eine Relation der Form (5) in Frage-tiegen im Teilkdcher Qos der 
der K&her der zweireihigen QF-Algebra A, ist. Wir k&men mm em 
Argument von Gabriel/Riedtmann [5] benutzen: Menge der Schleifen S, 
die in Q, liegen bilden, einen Baum, wenn man ei Schleifen S, und S, 
durch eine Kante verbindet, wenn S, C7 S, f ~zj (in der Tat ist dies em 
Teilbaum von CZ!). Also kann man diese Schleifen so total ordnen, d& zu 
jeder Schieife S hochstens eine Schleife S’ existiert, die kleiner ist aEs S und 
S nicht trivial schneidet. Als kleinste Schleife wahle man dabei eine Schleife 
vom Typ Sm,k, wenn eine dieses Typs existiert; sonst wab.Ie man eine mit 
Punkten der Ordnung 3 als kleinste. Mit dieser ausgezeichneten Anordnung 
der Schleifen, die in Q, liegen, kann man rekursiv die Elemente oji so 
wahien, da0 die Aussage des Satzes erfiillt ist (Vergleiche such [.5], 
van 3.13). 
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Zusammenfassend erhalten wir die 
2.13. FOLGERUNG. (1) Ist A eine unzerlegbare, dreireihige QF- 
Basisalgebra vom endlichen Modultyp und R(A) := (T, x) wie in Satz (2.1 l), 
dann ist A bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt durch R(A). 
(2) Ist umgekehrt ein System R = (T,x) gegeben mit den 
Eigenschaften in Satz (2.1 l), dann bestimmt R einen gebundenen K&her 
(QH, IK) und damit eine Algebra A”(R) := K(QH, I& die zu der eingangs 
konstruierten Algebra A(R) isomorph ist. 
(3) FCr A wie in (1) gilt: A(R(A)) g A. 
Beweis. (1) Folgt aus Satz (2.11) und Satz (2.12). 
(2) 1st R = (T, x) gegeben, dann sei A, := A(T) und Q, der K&her 
von A,,. Das Element x von G bestimmt eine Bahn B von Punkten unter der 
Nakayama-Permutation TL von A,: B sei die Menge der Doppelpunkte von S, 
im Falle x = S,, und B sei die Menge der Schnittpunkte von S und S’, falls 
x = p = S - S’. 1st x = S,, dann erglnzen wir Q, zu QR durch eine Schleife 
S von der Form Zt, die Q, in B schneidet. 1st IfI = 1, ICI > 1, dann 
erganzen wir Q, zu QR durch eine Schleife S von der Form Sn,2, wenn 
x=p=S-S’und lSl=2, IS’l=l, undvonder FormZ&,wennx=P= 
S - S’ mit I SI = 2 und IS’ I = 2. In allen Fallen ist klar, wie S den K&her 
Q, schneiden ~011. st schliefilich I GI = 1, dann sei QR der K&her Q, in 
(1.2). Wahlt man das durch Satz (2.12) eindeutig bestimmte Ideal I, von Q,, 
dann hat (QR, IR) die gewiinschte Eigenschaft. Der Rest ist nun klar. 
3 
In diesem Abschnitt beschreiben wir die unzerlegbaren K-Darstellungen 
des gebundenen K&hers (QR , IR), wobei R ein Paar R = (T, x) ist, bestehend 
aus einem 2si-System T = (G, n, f) und einem Element x von G, so da13 gilt: 
IfI< 13 IGI > 1, 
x = S,, wenn f(S,) = 0, x=p=S-S’,wennIf/= 1. 
(3.1) 
Dabei zeigen wir, da0 (QR, IR) genau dann vom endlichen Darstellungstyp 
ist, wenn R den Bedingungen (0.3) geniigt. 
Mit A bezeichnen wir in diesem Abschnitt die Algebra A(R), mit A,, die 
Algebra A(T), A 0 = e,Ae, fur ein Idempotent e, von A. 6 sei das Idempotent 
1 - e, von A. 
Wir unterscheiden im folgenden nicht zwischen den A-Moduln und den 
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gen van (QR, I,). Dies vereinfacht vi& ~~rrn~~ie~~~~en~ IWIG. 
zu MiBverstandnissen. 
mm Beispiel ein A-Modul V di 1stellung v= (Vi, va/,; i, 
it Vi = ei V, wobei wir mit ei das 
unkt i E QR gehiirt, und V,: Vi -+ 
ung, die dem Multiplizieren mit dem Element o E A = 
r bezeichnen mit Trager von V (Trg v)> V 
von QR) der zu den Punkten i gehort 
r von A,, Q, E QR, Einen Teilkocher F vo 
in (QR, IR), wenn F von der Klasse (A,) ist ein n1 E N und 
Einbettung von F in QR eine F-Fsl 
efinition im ersten Abschnitt. 
Das erste Lemma fiihrt uns zu den “‘wesentlichen” ~~~cr~c~bare~ A- 
Moduln : 
EMMA. Ist M ein unzerlegbarer nicht ~r~~~~t~ve~ A- dd, dffm 
gilt genau eine der foigenden Altemativen: 
= e,M und TrgM ist eine (A)-Folge in ( 
und Trg M besteht aus einem Pun 
1st M = e,M, dann ist M ein u~~~rle~~a~er A O- 
eine zweireihige Algebra ist, hat jeder un 
odul die Form M(F) fur einen ““Pfad” _F in 
it unset-en ~e~eichnungen ist F eine (A)-Folge m 
eine monomorphe (A)-Folge (d.h.: ein Monorn 
kann als die Einbettung von TrgM in 
dies klar, fur ifi = 0 folgt die Au 
baren Moduln von A,, in [7]. 
= &VI, dann ist M, = 0 fiir aile R, da 
Punkten i und j, die nicht in Q, so ist 
besteht aus einem Punkt i 6!! Q,. 
hliel3hch M # e,M und M # &VI, dann gilt e, 
O vom endlichen Modultyp ist, gibt es nur en 
oduln M mit e,M = M. Ebenso gibt es nur en ch viele u~zer~egba~e 
it M= &IL Es bleiben also die unzerie aren A-Moduln M mit 
d ~34 # 0 zu bestimmen. 
azu betrachten wir die Menge der )-FoPgen P in ( R 9 IR). 4ede solche 
Folge %: ist bestimmt durch eine Folge 
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von Pfeilen in QR, die gewisse Eigenschaften besitzen (siehe Definition im 
ersten Abschnitt). Zeichnen wir einen Endpunkt-etwa i,-aus, dann sagen 
wir: F startet mit 01~ in i, und endet mit a, in ir+l (unabhiingig von der 
Richtung von a, und a,.). a, heifit direkter Pfeil von F, falls as = is+ 1 -+ i,, 
und inverxr Pfeil von F, falls a, = is -+ is+ 1. 
Damit hifit sich die Folge F (zusamment mit dem ausgezeichneten Punkt 
il) genauer beschreiben als Folge 
F = a?, a? ,..., a$, t,E {L-l), 
wobei t, = 1, falls a, ein direkter Pfeil ist, und t, = -1, wenn a, ein inverser 
Pfeil ist. 
Jede (A)-Folge F liefert damit einen Funktor QF von der Kategorie der 
endlich erzeugten A-Moduln in die der endlich dimensionalen K-Vektorraume 
CD,: mod A + mod K 
durch @#I) := (M,I)‘$14,2)t2 .. . (Ma,)‘r(M’r), wobei M’ = M und M-l = 0, 
und Qp,(g: M+ M’) := gi@.++,). 
Es sei nun a, = i, + i, em Pfeil von Q,; dann bezeichnen wir mit siO,LyO die 
Menge aller (A)-Folgen F in (Q,, I,,), die mit a,, in i, stat-ten. Wir ordnen 
diese Menge durch 
F, = a$‘, a?,..., a: < F, = a?, pi’,..., /?f (3.3) 
falls (a) Es existiert j, = Min(j: aj # pj) und tj = 1 oder (b) I> r, aj = pj fur 
j = 1, 2,..., Y und t, = -1 oder (c) 1~ r, aj = pj fur j = 1, 2 ,..., I und t, = 1. 
Damit gilt nun (vergleiche such [6]): 
3.4. LEMMA. Bi,,,, wird durch (3.3) total geordnet. 
Beweis. Man beachte, dafi die Exponenten t,, t, ,..., t, in F = a?, a? ,..., a> 
allein schon durch die a,, s = 1,2 ,..., r eindeutig bestimmt sind und dai3 zu 
jedem solchen F hijchstens ein direkter Pfeil a,,, und hochstens ein inverser 
Pfeil Pr+ r existieren, so da13 a$, a$ ,..., a$, a:,, und a$, a:1 ,..., a$, p,-,‘, wieder 
eine (A)-Folge sind, und in diesem Fall ist a,+ 1 # Pr+ r. Damit &fit sich 
zeigen, da13 (3.3) eine Ordnung definiert. Offensichtlich gilt fur irgend zwei 
Elemente F, und F2 von Si,,,, genau eine der Aussagen F, = F, oder F, < F, 
oder F2 < F,. 
Die Anordnung der Elemente F in gi,,,, vertragt sich mit der Funktor- 
bildung GF im folgenden Sinne 
3.5. LEMMA. FCr jeden A-Mod& M ist (cP~(M))~~~~~,~~ eine Kette von 
Un terr&men von Mi, , wobei Qp,,(M) 2 QF2(M) fir F, < F,. 
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eweis. Es reicht, die letzte Aussage zu be~e~se~. 
F, = a$, a? ,..., a:j, a:j+“l ).--, a>, 
F, = a$, a? ,..., a:], /?I”>;,..., 
mit Y, 1> j und aj+ 1 f pi+ I falls, r, 1 > j. 
Istj < Y, 1, dann ist tj+r = 1, das hei&: CL~+~ ist dire&, und s~+~ = -1, das 
hei&: pi+ I ist invers. Nach Definition der (~)-~o~~e~ gilt: /3j+paj+I E I,: 
= 0 und damit Bild Maj+, c 
cPF(M) G @>,(Bild Maj+J c @,(Kern Mbj4 ,) E 
wobei F die (A)-Folge a$, a? ,..., a? ist. 
1st r = j < 1, dann ist aj invers; ist Y > j = 2, dann ist aj dire& und man 
erhiilt die Behauptung analog. 
Zur Anwendung von Lemma 3.5 auf unser 
reformation iiber den Triiger der unzerlegbaren A 
e,M# 0 $1814. Dazu bezeichnen wir mit 9 die ~chieif~ i 
bestimmt ist (siehe (2.13)(2)), und zeigen das 
3.6. LEMMA. M sei ein unzerlegbarer nicht ~~ajekt~ver A-Modul mdt 
e,M # 0 # Al4 und e,M = OFE5 M(F) eine Zerlegu 
eine direkte Szcmme von unzerlegbaren A~-~od~~~ 
(Qo, IO), dam gilt: 
(I) 1st 3 van der Form Sn,2, dann existiert ein Pfeil a = i - i, in 
ord i = 3, so day jede (A)-Folge F E 5 der ge 1 aus deem Punk2 i ~~st~~t 
und jede (A)-Folge F E 5 der Lh-nge 22 in 
(2) 1st ,!? von der Form Z; (im Fa der von der Form 
.h. Ifi = I), dann existieren zwei Pfeile a = i - i, und /I = i - i,, ord 
le beide in i starten oder beide in i enden, so daJ jede (A )-Folge F E 
LCnge 1 aus dem Punkt i besteht und jede (A~-~olge FE der L&ge 
den Pfeil a oder den Pfeil p enthd;lt. 
(3) 1st s van der Form L,, dann existiert ein 
Y=i,---i----i, 
/ 
von $7, ) wobei alle drei Pfeile in i starten oder alle in i endepz, so daJ eine 
unze&gbare Darstellung von Y ist. 
Beweis. Nach Voraussetzung iiber M existiert ein i E 
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mit Mi # 0. 1st S = Sn,2, dann hat i in Q, die Umgebung i, _ta i -9 i,. Damit 
kann man 5 in fiinf disjunkte Teilmengen zerlegen: 
5, bestehe aus allen F E iJ, die (r und p enthalten, 
g2 besteht aus allen FE 5, die CL aber nicht /I enthalten, 
g3 besteht aus allen FE 5, die /3 aber nicht a! enthalten, 
g4 besteht aus allen F E 5, die i aber nicht a und nicht /I enthalten, 
g5 besteht aus allen FE 5, die weder a noch /3 noch i enthalten. 
Die Umgebung von i in S hat die Form 
und es gilt: pa,, /?/3i, a2a, P,a sind Elemente von IR. 
Damit folgt nun, da13 @FE51 M(F) @ BFEa5 M(F) ein direkter Summand 
M’ von M ist, der wegen M’ = q,M’ trivial ist, M’ = 0. Weiterhin ist 
(b) ( @ M(F))i G Ker Ma, f7 Kern Mb2 
FE52 
und 
(c) Mal(Mj,) + Mo,(Mk,> s Kern Ma, n Kern MD,. 
Letzteres gilt, da M nicht projektiv ist. M zerflillt damit in zwei Summanden 
M = M, @ M,, wobei M, den A,-Modul BFEa2 M(F) und M,den A,-Modul 
mFEa3 M(F) enthllt. Da M unzerlegbar ist, gilt also entweder 8 = g2 U i’j4 
oder 5 = 5, U iY4, was behauptet war. 
1st ,?? = Z&, (bzw. = Zi), dann hat i in Q, die Umgebung 
12 J2 
Damit zerfallt 5 in sechs disjunkte Teilmengen: 
, enth~~t alle FE fj, die a, und a2 e~~~~i~e 
5, die /?, und p, e~tha~~e~, 
5, die weder a1 und a2 noch ,il, und & ent 
4 enthlh alle FE 5, die aus dem 
55 enthalt alle FE 5, die a1 od 
enthahen, 
t a, und niche & 
6 enthiilt alle F E 5, die a2 oder ,LT2 aber nicht aI und nicht ,J1 
enthalten. 
Die ~mgebnng von i in S hat die Form I&, -a i -4 k 
a2 a, Pa,, /$3r sind Elemente van 1, ~ Damit folgt wie in 
(F), FEiJ1U!j2U53 ein d 
Also ist M’ = 0 und 5 = 
ie in (1) erhalt man, dafi 5, = 
(4) 1st A die Algebra B,, dann ist jeder unzerlegbare nicht projektive 
odui M em Modul iiber A/N2, N = Pad A. ie in [3 j bewiesen wurde, 
erhalt man die Moduln der Hiihe 2 als Darste~~~~g~~ des se~ar~erte~ 5 
Zusammen~angskomponent~~ genau die arrg n 
ei unseren weiteren Untersuchungen wollen wir an~e~rn~~, da21 
von der Form L, ist, da die unzerlegbaren Moduln von 
VO Hndig bestimmt sind. 
r fixieren jetzt die Punkte i, 9 iz,..., i, der 
numerieren, afi is+, = 7Lsil fiir s = 1, 2,..., n”- 
und I? = n/2, falls j f / = 0. In 
Wir setzen 
urld 
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wobei wir mit A Ll A’ die disjunkte Vereinigung geordneter Mengen A und A’ 
bezeichnen. Man beachte, dal3 die Mengen 5,, s = 1, 2,..., n”, alle isomorph 
sind (? ist ein Isomorphismus von 5, auf 5,) zur Menge Al,,,t mit 1 = 
I5i,,,, IT r = 15i,,L31 I* t = I 5,i1,a1 ITw&rend jede Menge iJ_, antiisomorph (und 
damit such isomorph) 1st zu ES. Mit (n? bezeichnen wir die Menge 
{+-ii+ l)..,, -1, l).,.)..., ?I- l,Iz}. 
Aus Lemma 3.6 erhalten wir nun die folgende Beschreibung des Tragers 
der unzerlegbaren icht projektiven A-Moduln M, die fi.ir ihre Bestimmung 
wesentlich ist. Dabei sei fur eine (A)-Folge F in 5, p(F) der Punkt und n(F) 
der Pfeil von QR, so dal3 F mit L(F) in p(F) endet. 
3.7. FOLGERUNG. Ist M ein unzerlegbarer A-Modul wie in (3.6), dann 
existiert genau ein s E (n? mit Mis# 0 (d sei der Betrag von s) und den 
Eigenschaften 
(1) Zu jedem Punkt j E Trg M gibt es genau ein F E iJ, mit p(F) = j; 
zu jedem Pfeil a E Trg M gibt es genau ein FE 5, mit J(F) = a, 
(2) Ist A(F)=a= j+p ETrgM, dann ist M,: Mj~Mj, ein 
Monomorphismus, wenn a ein direkter Pfeil van F ist, und ein 
Epimorphismus, wenn a ein inverser Pfeil von F ist. 
Beweis. Die Abbildungen p und 1 von 5, in QR sind injektiv, da es in 
(QR, IR) keine lokal treuen (A”)-Folgen gibt. Die Existenz von s E (n-) und der 
(A)-Folgen F in (1) folgt aus Lemma 3.6.(2) folgt sofort aus (1) 
mod, 5, sei die Kategorie der endlich dimensionalen K-Darstellungen von 
5, und U, ein Reprasentantensystem fur die Isomorphieklassen unzerlegbarer 
Darstellungen I’ von 5, mit V, # 0 fiir ein FE 5, der Lange 2, F c 2?. D sei 
der Dualitats-funktor D: mod, 5, + mod, 5,, D = Hom,( , K). 
Zu jedem s E (n!) konstruieren wir nun Funktoren 
@S:modA+mod,5,, 
!Ps :mod, 3, --t mod A. 
1st M ein A-Modul, dann sei @JM) der K-Vektorraum Mi, mit den 
Unterraumen @r(M), F E 5,; ist g: M+ M’ ein Homomorphismu von A- 
Moduln, dann sei Q,(g) = gis. 1st umgekehrt V eine Darstellung von iJ,, 
dann definieren wir (YS(v))p(F, und ( YS(v)),,,, induktiv iiber die Lange von 
FE 3, und setzen (YS(v))i = 0, (YJv>), = 0 fur alle Punkte i E QR\p(SS) 
und alle Pfeile a E Q,\A@,). 
Zunachst sei 
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und fur F = is--- P(F) sei 
falls d(F) direkt 
falls 1(F) invers. 
1st mm F eine (A)-Folge aus 5, der Lange r + I > 2: 
F=ir-p1-pP2-...- 
4 A2 13 *, , p,-lI(I.)PP 
und sei 
6;‘= is-ppl- ... - 
J-1 A2 
l,_, Pr.- 1 f 
dam-r konnen wir induktiv annehmen, da13 
wsv>>p(P~, = I 
KK,Y(~F:l&J fails A, _ I direkt 
YF,lvF”Yv%~lvFo) falls A,- I invers 
fur (A )-Folgen Fi aus 3, der Lange Z(FJ < r mit FO < F, < 6; < F’, falls A,.- 1 
direkt, und FO < F < F’ < F,, falls Ier-r invers ist in F’. Setze 
I’ (VF!/VFo)/( VF/VFo) 
I 
falls i(F) invers 
K/vFO)/(b,/~F,> falls %(F> direkt, 
im Falle A,.. I direkt, 
falls A(F) direkt 
falls /z(F) invers, 
In jedem Fall sei (Y&V)),,,, der natiirliche ~omomorphism~s. 1st h: V-, V’ 
ein Morphismus in mod, 5,) dann sei fur jedes b; E 3, (YS(h)),(,., der durch 
h induzierte Homomorphismus. 
Fur s ( 0 lndern wir QS und lu, ab urn den Funktor D: 
Dann erhalten wir den 
3.8. KATZ. (1) Ist A4 ein unzerlegbarer A-Modul wie in (3.6) und s E (Z) 
gemti$ (3.71, dam ist (sS(M)), # 0 f6r eine (A)-Folge F in 5, der L&ge 2, -- 
F c s, und ul, CD,(M) z M. 
(2) Ist V eine unzerlegbare Darstellung von 5, mit VP f 0 fiir eine -- 
(A)-Folge FE 3, der LLinge 2, FE $, dann ist @, YS(V) ES V~ 
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Beweis. (2) ist trivial nach Konstruktion von F; und s’,. 
(1) Nach Voraussetzung ist M, # 0 fur ein a: i,+ p E s. 1st a direkt, 
dann ist s > 0 und daher ($,(M)),=, = Bild von M, # 0. 1st a invers, dann 
ist s < 0 und (ds(M))F=n g M.-/K - Is ern M, # 0. Also gilt die erste Aussage in 
(1). Die Isomorphie q: Ys Q,(M) g A4 konstruieren wir induktiv an den 
Stellen p(F) nach der Lange von F: 
Setze vi,:= idMi-. Fur ein FE iJ, der Lange 2, F = &-p(F) ist MACF) 
injektiv, wenn n(d direkt ist, und MACFJ siirjektiv, wenn L(F) invers ist. In 
jedem Fall erhalt man ‘ein kommutatives Quadrat 
nach Konstruktion der Funktoren @js und F,. 1st die Lange von F gfBer als 
2, dann hat man mit rpCF) nur ein neues Quadrat kommutativ zu machen, 
und dies ist wie oben moglich mit einem Isomorphismus qpCF) nach 
Konstruktion der Funktoren ps und s-,. 
3.9. FOLGERUNG. Es existiert eine Bijektion zwischen den 
Isomorphieklassen unzerlegbarer, nicht projektiver A-Moduln M mit 
e,M# 0 f t?M und den Elementen der Menge UssCd) U,. Insbesondere ist A 
genau dann vom endlichen Modultyp, wenn die geordnete Menge 5, (und mit 
ihr jede geordnete Menge 8,) vom endlichen Darstellungstyp ist. 
Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz 3.8. Damit ist A vom 
endlichen Modultyp, wenn iJj, vom endlichen Darstellungstyp ist. Besitzt 5, 
unendlich viele nicht isomorphe unzerlegbare Darstellungen V, dann haben 
unendlich viele von diesen Darstellungen V die Eigenschaft V, # 0 fur eine 
(A)-Folge F der Lange 2, F c 3. 
Zum Beweis von Satz 1 und Satz 2 hat man nur noch zu beachten, da13 
die geordnete Menge s1 zur geordneten Menge A, isomorph ist: 1st IfI = 0, 
dann stimmt die Anzahl der (A)-Folgen in (Q,, I,,), die in einem 
Doppelpunkt i, mit vorgegebenem Pfeil a = i, + j, starten, iiberein mit der 
Anzahl der Kanten von G. Also ist in diesem Falle G1 ~A,,,c,,,G, =A,. 
Ebenso ist im Falle IfI = 1 und x=S-S’ mit Z,(x)> 1, Z,,(x)> 1 die 
Anzahl der (A)-Folgen in (Q,, I,), die in einem Punkt i, E S 1’7 S’ mit einem 
Pfeil a = i, + j, E S (beziehungsweise a’ = i, + k, E S’) starten, gleich Z,(x) 
(beziehungsweise Zs,(x)). Damit ist such in diesem Fall 5, g A,,lS~X~,lS,~X~ = 
A R. Schlierjlich ist such im Falle x = S - S’ mit Z,(x) = 0, 5, z 
A ,,,,l\?ax~ls,~x~,l~ = A,. Bekanntlich ist die geordnete Menge Al,,,I genau dann 
vom endlichen Darstellungstyp, wenn l/(~- + 1) + l/(t + 1) griil3er als l/2 
ist. afi ftir ein 3si-System R das System 
sofort aus den Konstruktionen. 
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